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Lineare Gleichungen

Linear Gleichung

Eine lineare Gleichung hat die Form
aixy + axxp + ...+ apx, = b,

wobei x1,...,x, € R die Unbekannten sind, und die
ai,...,an, b € R Konstanten.

e Schreibweise mit Skalarprodukt:
(a,x) =b

oder auch
alx=b

mit a=(a;) e R", x =(x;) e R", b e R.

Programm heute
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Lineares System

Lineares System

Ein lineares System bzw. lineares Gleichungssystem ist eine endliche

Menge von linearen Gleichungen mit Unbekannten xi,...,x, € R:
auxy +...+axn = b
amiXi + ...+ amnXn = bm

mit Konstanten (aji) € R™*", (b;) € R™.

e wir betrachten hier meist den quadratischen Fall mit n
Gleichungen und n Unbekannten



Lineares System

e Matrix-Schreibweise:

a1 - din X1 by

dml " dmn Xn bm
e Kurz-Notation mit Matrix:
Ax =0b

mit A = (aj;) € R™", b= (b;) € R™ und Unbekannten
x = (x;) € R".

Lineares System: Eigenschaften

Sei Ax = b lineares System mit A € R™*" b & R™ und x € R".

e Ein lineares System hat immer entweder keine Lésung, eine
Losung oder unendlich viele Lésungen.

e Ist m < n, so heiBt das lineare System unterbestimmt.

e Ist m > n, so heiBt das lineare System (iberbestimmt.

e Wir betrachten im weiteren den Fall m = n (A quadratisch).

Beispiel: Lineares System

o Zwei Geraden in der Ebene (R?):

(h) aix+ by =a
(k) ax+ by =0
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keine Losung eine Losung

Lineare Systeme: Anwendungen

Kalibrierung von Kameras
e z.B. fiir Augmented Reality

Registrierung von Bilddaten

Segmentierung von Bilddaten

Objekt-Detektierung und -Tracking

Tomographische Rekonstruktion

unendlich viele Lésungen

Modelle fiir Finanzmarkte, Populationsbiologie



Losen von linearen Systemen

Inverse Matrix

Sei A € R™" quadratische Matrix. Falls ein B € R"*" existiert mit

(wobei I, die n x n Einheitsmatrix ist), dann heiBt A invertierbar
und wir nennen B =: A~! das Inverse von A.

AB=BA=1,

Existiert A~1, so heiBt A invertierbar.

e Ist Ax = b lineares System mit A € R™*" invertierbar, dann ist

die Losung des linearen Systems. Diese Losung ist eindeutig.

x=A"1h

Ansatze zum Losen linearer Systeme

Gegeben sei lineares System Ax = b mit A€ R"™*", b € R" und

x € R".

e direktes Lsen iiber Inverse A~1

e numerisch oft nicht stabil

o sehr effizient (besonders falls fiir mehrere b geldst wird)

e Losen iiber Zerlegung von A (z.B. A= LU)

e numerisch stabil

e sehr effizient (besonders falls fiir mehrere b gelost wird)

e iterative Algorithmen, schrittweise Anndherung an Losung

e besonders geeignet fiir sehr grosse n

e auch geeignet falls keine Losung existiert, berechnet dann z.B.

Approximation

min ||Ax — b||§
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Invertierbarkeit von Matrizen

Problem 1: wann ist eine Matrix A € R™" invertierbar?

e man findet explizit ein Inverses A~!
o fiir kleine Matrizen geeignet (z.B. 2 x 2)

e det(A) #0
o ker(A) = {0}
e rank(A) =n
e Ax = 0 hat nur die triviale Lésung x =0
Problem 2: falls A invertierbar, wie findet man das Inverse A—1?
e Berechnung mit Gauss-Jordan Elimination
e Umweg iiber Zerlegungen von A (z.B. LU-Zerlegung)

e generell: Berechnung der Inversen meist numerisch nicht stabil
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Gauss Elimination
Sei Ax = b lineares System mit A € R"*", b€ R" und x € R".

e Gauss-Elimination: Uberfiihrung der Matrix A in Dreiecksform
durch elementare Zeilenumformungen

e Gauss-Jordan-Elimination: Uberfiihrung der Matrix A in
Diagonalform durch elementare Zeilenumformungen

e Elementare Zeilenumformungen:

e Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren
e zwei Zeilen vertauschen
e Vielfaches einer Zeile berechnen

e fiir lineare Systeme: Gauss-Elimination auf erweiterter Matrix

ailr - aiwn | bt
(Alb) =

anl - dnn bn
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Gauss Elimination: Beispiel

2x+y—z=
—3x—y+2z=
—2x+y+2z=

2 1 -1| 8
-3 -1 2 |-11
-2 1 2] -3
e 2 1 -1]|8
=601 1
0 2 1|5

Losung nun durch Riicksubstitution: z=—1, y =3 und x =2

Giinstige Matrix-Formen

8 (G1)
—11 (G)
-3 (Gs
Gimga (21
0 3 3
-2 1 2
2 1 -1
G3+=—4G, 0 1 1
2 2
0 0 -1
1 3 1] 4
01 1 2
00 1 |-1

Sei Ax = b lineares System mit A € R™" x,b e R".
e A diagonal: Losung kann abgelesen werden

ail

0

e A obere Dreiecksmatrix: Lésung durch Riickwarts-Substitution

a11

0

e A untere Dreiecksmatrix: Losung durch Vorwarts-Substitution

a11

anl

0

ann

din

dnn

0

3nn

x=>b

x=5b

x=5b
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Berechnung der Inversen mit Gauss-Jordan Elimination

Sei A€ R™",

e Bilde erweiterte Matrix

a1 - am |1l - 0
(Alln) =

gy - am |0 oo+ 1

wobei /, die n x n ldentitdtsmatrix ist.

e Fiihre Gauss-Jordan Elimination fiir A aus (linker Teil) bis auf

I reduziert, repliziere elementare Zeilenumformungen fiir /,
(rechter Teil).

e Am Ende entspricht rechter Teil A7L.

Riickwarts-Substitution
Lineares System in oberer Dreiecksform:

anxy + aixe + ...+ aip-1Xp—1  + ainXp = b1

anxy + ...+ aa-1Xp-1 + axnXp = bo

an—1,n—1%Xp—1 + dpn—1,nXn = bp—1

an,nXn = b,
Riickwarts nacheinander nach xp, x,_1, ..., x; auflosen:
n
Xj = b,' — E ajjXj /a,-,-
j=i+1

Aufwand: n? arithmetische Operationen (FLOPs)
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Vorwarts-Substitution

Lineares System in unterer Dreiecksform:

a11X1 =b
azr1xy + axnx = by
an—11X1 + an—12x2 + ... + ap-1n-1Xn-1 =b,_1
ap1X1 + amX2 + .. Fapa-1Xn—1 +  amXn = bn
Vorwarts nacheinander nach xi, xo, . . ., x, aufldsen:

i—1
Xj = b,‘ — E ajjXj /a,-,-
j=1

Aufwand: n? FLOPs
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Zerlegungen von Matrizen: LUP

LUP Zerlegung:
e Sei A € R™" invertierbar.

e Dann gibt es eine untere Einheitsdreiecksmatrix L € R"*",
eine obere Dreiecksmatrix U € R™" sowie eine
Permutationsmatrix P € R"*" so daf3

PA=LU.

e Aufwand: ~ 23#3 FLOPs
e Losung von Ax = b: betrachte PAx = Pb < LUx = Pb,

e |8se Lz = Pb mit Vorwarts-Substitution nach z auf

e |6se Ux = z mit Riickwarts-Substitution nach x auf
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Zerlegungen von Matrizen: Cholesky

Cholesky Zerlegung:
e Sei Ac R™" symmetrisch (AT = A) und positiv definit
((x, Ax) > 0 fiir alle x € R", x # 0).

e Dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix L € R"*" mit strikt
positiven Diagonalelementen, so daB

A=LLT.

e Aufwand: ~ %3 FLOPs

e Losung von Ax = b: betrachte LLTx = b und
e |6se Lz = b mit Vorwarts-Substitution nach z auf

e lose LTx = z mit Riickwirts-Substitution nach x auf

Zerlegungen von Matrizen: QR

QR Zerlegung:

e Sei A € R™" jnvertierbar.

e Dann gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™" (Q~! = Q)
und eine obere Dreiecksmatrix R € R"" mit positiven
Diagonaleintrdgen, so daB

A= QR.

e Aufwand: ~ 23L3 FLOPs

e Losung von Ax = b: l6se Rx = QT b mit
Riickwarts-Substitution nach x auf
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Zerlegungen von Matrizen: SVD
Singular Value Decomposition (SVD):
e Sei Aec R™"

e Dann existiert eine Matrix U € R™" mit UT U = |, eine
orthogonale Matrix V € R™" (V=1 = VT) sowie eine
diagonale Matrix ¥ = diag(o1,...,0,) € R™" mit
nicht-negativen Diagonalelementen in monoton fallender
Reihenfolge 01 > 00 > ... > 0, > 0, so daB

A=UxzVvT.

Die o; heien Singuldrwerte von A.

o Aufwand: 2mn? 4 2n3 FLOPs (kann je nach Implementation
hoher sein)

e Losen von Ax = b: (funktioniert nur falls alle o; # 0!)
x=Alb=(UzV)tb=VvZlUuTh
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Zusammenfassung
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Anwendungs-Beispiel

&~ separate Pradsentation
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