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Programm heute

@ Fortgeschrittene Datenstrukturen
@® Such-Algorithmen
@© Graph-Algorithmen

@ Numerische Algorithmen

Die LUP-Zerlegung



Wiederholung: LUP Zerlegung

LUP Zerlegung: /0,, O>
D
e Sei A € R"™" invertierbar. T 7a

e Dann gibt es eine untere Einheitsdreiecksmatrix L € R"*",
eine obere Dreiecksmatrix U € R™" sowie eine
Permutationsmatrix P € R"™*", so dass

PA=LU.

e Aufwand: ~ %”3 FLOPs

e Losung von Ax = b: betrachte PAx = Pb < LUx = Pb,
e |6se Lz = Pb mit Vorwarts-Substitution nach z auf

e |6se Ux = z mit Riickwarts-Substitution nach x auf



LUP-Zerlegung: Beispiel
e Lineares Gleichungssystem:

x = b,

dd'(’Q £ o ';\ auver Nolr p

mit
N /102 0 3
A=(3 4 4|, b=|7
5 6 3 8

e LUP Zerlegung:

PA= LU
M=y
mit
@ o o 5) 6 3
0,2 @) o 0(0,8) —0,6
0,6 0,5 (1 0 0 @

|

o = O

= O O

O O =



LUP-Zerlegung: Beispiel (Forts.)

e statt Ax = b l6se LUx = Pb
e Schritt 1: 16se Lz = Pb (Vorwarts-Substitution):

1 0 0 7y 8 8
0,2 1 O 2| =13 = z=11,4
0,6 0,5 1 73 7 1,5

e Schritt 2: 16se Ux = z (Riickwarts-Substitution):

8 ~1,4

5 6 3 X1
0 0,8 —0,6 x| =114 = x=| 2,2
0 O 2,5 X3 1,5 0,6



Die LU und LUP Zerlegung

LU Zerlegung:

e Sei A € R™" invertierbar und sei A diagonal dominant (d.h.
|aii| > 37,4 lay| firalle i=1,....n).

e Dann gibt es eine untere Einheitsdreiecksmatrix L € R™" und
eine obere Dreiecksmatrix U € R™" mit

A=LU.

LUP Zerlegung:
e Sei A € R™" invertierbar.

e Dann gibt es eine untere Einheitsdreiecksmatrix L € R"*",
eine obere Dreiecksmatrix U € R™" sowie eine
Permutationsmatrix P € R™" mit

PA=LU.



Berechnung der LU Zerlegung 1

e Berechnung der LU Zerlegung mit Gauss Elimination
e Rekursive Strategie:
e Fall n=1:

L=(1), U=A

e Fall n>1:

mit v,w € R""! und A’ € RP—1xn—1



Berechnung der LU Zerlegung 2

e Faktorisierung von A:
T : L wd 2o U
A — al w ~ m\f"' wn ol
= y , ,

) w (A T [y
wobei /,_1 die n — 1 x n — 1 Einheitsmatrix ist.

° heiBt Schur-Komplement von A beziiglich a1

e Falls A eine LU Zerlegung hat, hat auch das
Schur-Komplement eine LU Zerlegung

e Annahme:
AI — VWT/all = L,Ul

mit L’ € R"1X7=1 yntere Einheitsdreiecksmatrix,
U € R"—1%r=1 ghere Dreiecksmatrix.



Berechnung der LU Zerlegung 3

e Faktorisierung von A zusammen mit Annahme ergibt:

. 1 0 ail ; tT ) {L( {
A = <V/311 In—l) ( 0 AI — va/all ? L

o 1 0 all WT

- \v/air I 0 L'V

. 1 0 alil WT

- v/311 L/ ,-()—’—-U\/

= LU

e dann Rekursion fiir A" —vw ' /ay; = L'U’

e Vorsicht: aj; # 0 ist notwendig, ebenso fiir Rekursionsschritte
— ok, da A diagonal dominant



Algorithmus LU Zerlegung

Input: Matrix A € R™*" . .
Output: Matrizen L, U € R7™" o eRresl;iJr?on wurde durch lteration
LU-Zerlegung(A): e 4
U=0; L=l IaihakSoLs o Aufvand: ©(nd)
n . fork—lton{
ke = ape; 1 D C\sol-ﬂ} eleve d
J lmfor i=k+1ton{
adk Ry lik = ai/uik; // entsprlcht Vi \It/%‘ i
Uki = aki; // entsprlcht w;!
}
2. fori=k+1ton{s
3. forj=k+1ton{—

M‘\u"\e“,tﬂﬁv/a,'j = aj — /,-kukj; [/ SC‘n\’LV*\' . U\Mﬂ‘)(-ol/\-&p\* A"
}

}
}
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Algorithmus LU Zerlegung

Input: Matrix A € R™"
Output: Matrizen L, U € R"*"
LU-Zerlegung(A):
Uu=0,L=1,;
for k=1ton {
Uk = akk;
for i=k+1ton {
lix = ajx/uk; // entspricht v
Uk = aki; // entspricht w;"

for i=k+1ton{
for j=k+1ton{
aj = aj — likuy;
}
}
}

Rekursion wurde durch lteration
ersetzt

Aufwand: ©(n?)

Optimierung: falls A nicht
weiter bendtigt wird, kdnnen
L, U direkt in A abgespeichert
werden (in place)

e [ hat nur 1 auf der
Diagonalen, wird nicht explizit
gespeichert

e Diagonale von U in Diagonale
von A

e Modifikation: ersetze /, u
durch a
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Beispiel-Ablauf: LU Zerlegung

e LU-Zerlegung(A) mit in place Optimierung:

1
2
1
0
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LU vs. LUP Zerlegung

e Problem bei LU Zerlegung: Division durch aj;

e a; kann 0 sein (vermieden durch A diagonal dominant)
e a;; kann sehr klein sein, verursacht numerische Instabilititen

e Losung: vertauschen von Zeilen, so dass a;; # 0 und groB

e ist elementare Zeilenumformung, dndert also Lésung von
Gleichungssystem nicht
e dargestellt als Permutationsmatrix P € R"*" so dass

PA=LU

also LUP Zerlegung oder LU Zerlegung mit partiellem Pivoting
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Permutationsmatrizen

Permutationsmatrix

P € R"™*" heiBt Permutationsmatrix, falls sie in jeder Zeile und

jeder Spalte jeweils eine 1 enthilt und sonst nur 0.

o Beispiel:
P =
e Anwendung:
01
Px=10 0
10

= O O

—_

O O

[l i )

X1
X2
X3

X2
X3
X1
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Permutationsmatrizen

e Ist Ac R™" und P € R™" Permutationsmatrix, dann
e PA ist A mit vertauschten Zeilen

e AP ist A mit vertauschten Spalten SP‘/(?/\
e Beispiel: Sehe . Zle nA
@/ Salle/ .
1 2 3 0 0
A=[4 5 6V :00@3"-”“32“(”"”2
789 @003%2/1@0&:\«?
4 5 6 3 1 2
PA=1|7 8 9 =16 4 5
1 2 3 9 7 8

e Implementation: oft einfacher als Feld 7 statt als Matrix P
o 7[i] = j bedeutet P hat 1 in Zeile i, Spalte j
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Berechnung der LUP Zerlegung 1

e LUP Zerlegung ist LU Zerlegung mit Pivoting-Strategie

e Pivoting-Strategie: vertausche Zeilen, so daB Element mit
hochstem Absolutwert an Stelle von aj; steht

e Bedingung A diagonal dominant ist nicht mehr notig
o A invertierbar sichert, dass keine 0 Spalten existieren

e Rekursiver Ansatz fir n > 1:
e @ Per tionsmatrix, so dass ax; Pivot-Element

mu
éeﬁe A ap
QA = @ wT . 1 0 EP wT
- 4 A o v/akl I,,_l 0 A — va/akl
mit v,w € R""1, A’ ¢ R"1*"~1 ynd

-
v = (3217331a-~-aak—171731173k+1717~--;anl)

wl = (ak27ak3;~~7akn)
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Berechnung der LUP Zerlegung 2

e Annahme:
P(A —wT/ay)=LU

mit P’ Permutationsmatrix
e Mit Permutationsmatrix

folgt

1 0
PA = <O P,)QA

1o/ 1 0\ [am wT
\0 P \v/akr Ih-1 0 A—-w'/ag
B 1 0 ak1 w’

- @//akl P’ 0 A — va/akl

16



Berechnung der LUP Zerlegung 3

PA

WT
P'(A — VWT/ak1)>

wT
')

0 gy w'
L 0o U
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Algorithmus LUP Zerlegung

Input: Matrix A € R"*"
Output: Matrizen L, U direkt in A, Feld 7
LUP-Zerlegung(A):
m = Feld Lange n; e Variante mit in place
fori=1lton{n[il=1} .
for k=1ton { Optimierung
p = 0; // Pivot-Element e Aufwand: @(n3)

for i =k ton { e extra Aufwand Pivoting

if (|| > P(\Ith\‘O ) nur quadratisch

o
p=lail|; k' =1;

e Rekursion wurde durch
Iteration ersetzt

}
if (p == 0) error(“Matrix singular”
vertausche 7[k] mit 7[k'];
fori=1ton

vertausche ax; mit ag/;;
fori=k+1ton{

dik = aik/akk; (/(JL /M'ow

forj=k+1ton

aij = ajj — Qdikakj,
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Beispiel-Ablauf: LUP Zerlegung

m A
1— 0 2 06
T 3 3 4 -2 16 -32
T 5 5 4 2 04 -02

4,2 -0,6

k=2 4 02|41 42 -06

<:2
k=3 % 4




Beispiel-Ablauf: LUP Zerlegung 2

e Ergebnis von LUP-Zerlegung:

6U mit

e bzw. PA

20



Anwendung der LU(P) Zerlegung

e Losen von linearen System Ax = b mittels:
e PAx=Pb & LUx=Pb
e l6se Lz = Pb mit Vorwarts-Substitution nach z auf
e |3se Ux = z mit Riickwarts-Substitution nach x auf

Sp\(,(e,«vcuor&«

nxn
e Berechen von Inverser von A € R™ ;
Matrix-Gleichung AX = [, mit W € Rxn
berechne PA = LU Auloepo €
I6se AX; = e; nach X; mit LUP-Zerlegung fir i =1,...,n
(e i-ter Einheitsvektor)

am Ende: X = A1
Aufwand: ©(n%)
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Programm heute

@ Fortgeschrittene Datenstrukturen
@® Such-Algorithmen
@© Graph-Algorithmen

@ Numerische Algorithmen

Least Squares Probleme
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Beispiel-Problem: Geschwindigkeit vs. Fahrstrecke
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Beispiel-Problem: Geschwindigkeit vs. Bremsweg

140

120
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y (Bremsweg in m)
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Problemstellung Least Squares
o Gegeben: Datenreihe mit m Datenpunkten
(X1>)/1)7 (X27_y2)7 ] (Xmaym)

mit x;,y; € Rfiir j=1,....,m
e Erwartung: y; enthalten Messfehler (j =1,...,m)
e Gesucht: Funktion F : R — R so dass Approximationsfehler

nj=F0g) =y

fir alle j =1,..., m moglichst gering
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Problemstellung Least Squares
o Gegeben: Datenreihe mit m Datenpunkten
(X17YI)7 (X27_y2)7 ] (Xmaym)

mit x;,y; € Rfiir j=1,....,m
e Erwartung: y; enthalten Messfehler (j =1,...,m)
e Gesucht: Funktion F : R — R so dass Approximationsfehler

nj=F0g) =y

fir alle j =1,..., m moglichst gering
e Annahme: F lasst sich darstellen als Summe von
Basisfunktionen f;,

F(x)=>_ cifi(x)
i=1

25



Wahl der Basisfunktionen

e Wahl der Basisfunktionen f; fiir F: v
e typische Wahl: f;(x) = x'~1, dann ()Q{(lb

Fix) =@+@x +B +--- +EX

(Polynom in x vom Grad n— 1)

b~

e auch oft mit n =2, dann
F(x) = c + ox
(Gerade) auch genannt lineare Regression

e im Fall von Tomographie: Pixel- oder Voxel-Basisfunktionen
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Matrix-Notation

e fiir die verschiedenen Datenpunkte x;, j = 1,...,m, kann F
geschrieben werden als:

F(x1) fi(x1) fa(x1)\ [a
F(Xm) fl()}m) fn(Xm) Cn
=:A =.c

mit A€ R™" c e R".

e untersucht wird dann der Approximationsfehler 7

(<)

n =lAc)—y

mitn=n1,...,0m) ER™, y=(y1,...,ym) € R™.
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Daten mit MeBfehler

e ist m = n und A invertierbar, so kann direkt
Ac—y =0

gelost werden.

e Problem:

e selbst wenn A invertierbar ist, y enthalt MeBfehler
e Losung F ist dann meist nicht die gewiinschte Lésung
e passt sich zu sehr an “AusreiBer” an

e besser: mehr Datenpunkte, m >> n
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Minimierung des Approximationsfehlers

e zur Minimierung des Approximationsfehlers kann z.B. die
Norm ||n|| betrachtet werden

NI

m
2
Inl={>_n| =
j=t

e zur Vereinfachung betrachtet man iiblicherweise
m n 2
2 2
Inl? = |Ac = y|? = <Z ajici — )/j>
j=1 \i=1

e daher der Name: Methode der kleinsten Quadrate oder Least
squares

29



Least-squares Losung

Least-squares Losung
Sei A€ R™" y € R™ mit m > n. Eine Lésung ¢ € R" des
Minimierungs-Problems

min ||Ac — y|| or min ||Ac — y||?
c c

heiBt Least-squares Lésung.

Anwendungs-Beispiele:
e Tracking von Objekten mit Kameras
e Kalibrierung von Kameras, Robotern, etc.

e |terative Rekonstruktion fiir Tomographie
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Normalengleichung

Berechnung der Least-squares Losung mit Standard-Technik
“Ableitung gleich null setzen”

hier: partielle Ableitungen fiir k=1,...,n

ool eraady

onl> _ (<
= 1=

BA - AT
Vil = AT(Ac —y) =0
~—

daraus folgt

e umgeformt ergibt sich

auch genannt die Normalengleichung.
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Normalengleichung

Normalengleichung

Sei A€ R™" y € R™ mit m> n. ¢ € R" ist eine Least-squares
Lésung von min¢ ||[Ac — y/|| genau dann, wenn die
Normalengleichung gilt:

ATAc=ATy

Insbesondere ist die Normalengleichung l6sbar, falls rank(A) = n.
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Normalengleichung

Normalengleichung

Sei A€ R™" y € R™ mit m> n. ¢ € R" ist eine Least-squares
Lésung von min¢ ||[Ac — y/|| genau dann, wenn die
Normalengleichung gilt:

ATAc=ATy

Insbesondere ist die Normalengleichung l6sbar, falls rank(A) = n.

e Die Matrix AT A ist immer symmetrisch.

e Falls rank(A) = nist AT A auch positiv definit und damit
invertierbar

e Die Losung der Normalengleichung ist dann

c=((ATA)TAT)y.

32



Pseudoinverse

Pseudoinverse
Sei A € R™" mit m > n und rank(A) = n. Die Matrix

At = (ATA)T1AT

heiBt Pseudoinverse von A (auch Moore-Penrose Inverse genannt).

e Die Pseudoinverse verallgemeinert das Konzept der Inversen
fiir nicht-quadratische Matrizen.

e Ist A invertierbar, dann gilt AT = A~L.
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Algorithmen zur Berechnung der Pseudoinversen 1

At = (ATA)T1AT

e Option 1: QR Methode (VL(&I'%?@WV’S { m =, \A)
 berechne QR Zerlegung A — QR, dann QI Oh = |
ATA=(QR)"(QR) = RTR =R"R
o Iose die Matrix-Gleichung nach A*

AT = (ATA)TIAT & (ATAAT = AT & (RTRAT = AT

mittels Vorwarts- und Riickwarts-Substitution.
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Algorithmen zur Berechnung der Pseudoinversen 2

At = (ATA)1AT

e Option 2: SVD Methode _.a w2, h
e berechne SVD-Zerlegung A= UX VT, dann
ATA=vIUTUzVv’ = vy’
e berechne (AT A)~1
(ATA) T =VvE2vT,

wobei ¥ % = diag(1/02,...,1/02,0,...,0)
mit k groBter Index so dass o, > 0

e berechne AT

AT = (ATATIAT = vERPVIVEUT = vEZIUT
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Beispiel: Least squares Problem 1

e Gegeben: 5 Datenpunkte

(leyl) = (_1’2)a (X2a}/2) = (17 1)7

(x3,y3) = (2,1)

(X47y4) = (37 0)> (X5a)/5) = (Sa 3)

e Gesucht: quadratisches Polynom

F(x) = a1 + cx + c3x

2

n=13
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e Berechnen der Pseudoinversen A*:

0,500 0,300 0,200
AT = [ -0,388 0,093 0,190
0,060 —0,036 —0,048

e Losen nach c:
1,200

c=| —0,757
0,214

—0,100
—0,088
0,060
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Beispiel: Least squares Problem 3

Losung:
F(x) =1,200 — 0,757x + 0, 214x>

“O
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Anwendungsbeispiel Tomographie

250
— raw sinogram
smoothed sinogram
fitted line
200 *  samples
— corrected sinogram
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Zusammenfassung

@ Fortgeschrittene Datenstrukturen
@® Such-Algorithmen
@© Graph-Algorithmen

@ Numerische Algorithmen
Matrizen
Lineare Gleichungen
Die LUP-Zerlegung
Least Squares Probleme
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