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Fourier Transformation

e Signale f : R — R sind im Zeitbereich

o jedem Zeitpunkt wird ein Wert (z.B. Amplitude) zugeordnet
e Beispiele: Audio, Video, Bilder

e Fourier-Transformation fiihrt Signal in Frequenzbereich iiber
e betrachte Signal als Uberlagerung von Sinuskurven

e Anwendungen:

e Filterung von bestimmten Frequenzen
e Datenkompression, z.B.

e Audio: MP3
e Video: MPEG
e Bilder: JPEG

e Bild- und Signalverarbeitung

e iiberaus niitzlich, und effizient dank FFT (Fast Fourier
Transformation)

Polynome
Polynome
Sei n € N. Eine Funktion A: R — R der Form

A(x) = ap + ax 4. +a,x"t

heiBt Polynom in x vom Grad n — 1. Hierbei heiBen die a; € R,
i=0,...,n—1und a,_1 # 0, Koeffizienten von A.

e A hat Gradschranke n, falls der Grad von A zwischen 0 und
n—1 liegt.
e Summen-Notation fiir A:

n—1
A(x) = Z ajpx’
j=0

o Die Koeffizientendarstellung von A ist der Vektor

a= (‘307317 .- '7an—l)T eR”
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Operationen auf Polynomen

Seien A, B Polynome.

e Auswertung von Polynom: berechne fiir xg € R
A(xo)
e Summe von Polynomen: berechne Polynom C fiir x € R mit
C(x) = A(x) + B(x)

e Multiplikation von Polynomen: berechne Polynom C fiir x € R
mit

Auswertung von Polynomen

Sei A Polynom mit Koeffizientendarstellung a = (ag, ..., an—1).

e Auswertung von A an xg € R mit Horner-Schema:

A(xo) = ao + xo(a1 + xo(az2 + ... + xo(an—2 + x0(an-1)) - -+ ))
e Aufwand: ©(n)
e Beispiel: A(x) = 5x? —3x + 4 an Stelle xo = 2:

A(x0) = 4 + x0(—3 + x0(5)) = 4+ 2(—3 + 2(5)) = 18
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Addition von Polynomen

Seien A, B Polynome mit Gradschranke n € N.

o Koeffizientendarstellungen a = (ag, ..., an—1),
b= (bo...,by1)

e Summe A(x) + B(x) ist Polynom C mit Gradschranke n,

n—1
C(x) = Z i
j=0
mit ¢; = a; + b; fir j=0,...,n— 1.
e Aufwand: ©(n)
e Beispiel: A(x) = 5x2 — 3x + 4, B(x) = 4x — 2, dann ist

C(x) =5x>+x+2

Multiplikation von Polynomen
Seien A, B Polynome mit Gradschranke n € N.

o Koeffizientendarstellungen a = (ag, ..., an-1),
b= (bo,...,bs-1)

e Produkt A(x)B(x) ist Polynom C mit Gradschranke 2n — 1,

2n—2

C(x) = Z Gx!
=0

mit .

J
cj:Zakbj_k firj=0,...,2n—2
k=0

o Aufwand: ©(n?)
e Beispiel: A(x) = 5x2 — 3x + 4, B(x) = 4x — 2, dann sind

C0:—8, C1:227 C2:—22, C3:207 =0
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Faltung

Notizen

Seien A, B Polynome mit Gradschranke n € N.

o Koeffizientendarstellung a = (ag, ..., an-1),

b= (bo,...,bn1)
e Sei c =(cp,...,2n—2) die Koeffizientendarstellung des

Produktpolynoms C(x) = A(x)B(x) mit

J
G = E akbj,k
k=0

e ¢ wird auch Faltung der Vektoren a, b genannt,

c=ax*xb

e Faltung ist sehr hiufige Operation auf Signalen (z.B.

Anwendung von Filtern)

Stiitzstellendarstellung

Notizen

Stiitzstellendarstellung von Polynom

Sei A Polynom mit Gradschranke n € N. Die

Stiitzstellendarstellung von A ist eine Menge von n

Stiitzstellenpaaren

{(x0,¥0), (x1,¥1), - - s (Xn—1, ¥n—1) }

mit xx paarweise verschieden fiir k = 0,...,n — 1 sowie

Yk = A(Xk).

e Die Stiitzstellendarstellung ist nicht eindeutig
e jede Menge von verschiedenen Punkten xp, ..., x,—1 kann

verwendet werden
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Auswertung

Notizen

Sei A Polynom mit Gradschranke n € N mit Koeffizienten
a=(ao,...,an-1)

o Konversion von Koeffizientendarstellung in

Stiitzstellendarstellung erfolgt mittels Auswertung:
e wahle Stiitzstellen xg, ..., X,_1

o werte A(xy) aus fir k=0,...,n—1

e Auswertung von n Stiitzstellen mit Horner-Schema: ©(n?)

e spater: Auswertung mittels FFT: ©(nlog n)
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Interpolation
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Eindeutigkeit interpolierendes Polynom

Fiir jede Menge von n Stiitzstellenpaaren

{(x0:%0)s -+, (Xn—1,¥n-1) }

mit paarweise verschiedenen x existiert genau ein Polynom A(x)

mit Gradschranke n, so daB gilt

yk:A(Xk) ﬂjrk:O,...,n—l.

e Konversion von Stiitzstellendarstellung in

Koeffizientendarstellung heiBt Interpolation.
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Interpolation: Beweisidee

.. Notizen
e Ahnlich zu Least Squares Problemen kann Matrix-Gleichung

aufgestellt werden:
n—1

2
1 X X5 X EN) Yo

-1
2,1 Xy 1 dn—1 Yn—1
—_———

~~

1 xp-1 X

=:V(X0y--yXn—1) =:a =y

e V(xo,...,xp—1) heiBt Vandermonde-Matrix
e da xj paarweise verschieden ist

det V(xo, ..., Xp—1) = H (xk — xj) #0
0<j<k<n—-1

e also ist V/(xp,...,Xs—1) invertierbar und

a=V(xo,...,Xn_1) "ty

ist die Koeffizientendarstellung von A.
13

Interpolation: Algorithmen

Notizen

Sei A Polynom mit n Stiitzstellenpaaren{(xo, ¥0), - - - » (Xn—1, ¥n—1)}

e Berechnung mit LUP-Zerlegung:

o V(xo,...,xp—1)a=y < LUa= Py
e Aufwand: ©(n?)

e Berechnung mit Lagrange-Interpolationsformel:

n—1
_ Hj;ﬁk(x - Xj)
A(x) = kz_;))/kn#k(xk )

e Aufwand: ©(n?)

e spater: Berechnung mit IFFT: ©(nlog n)
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Addition von Polynomen

Seien A, B Polynome mit Gradschranke n € N.
o Stiitzstellendarstellung fiir A:

{(XOJ/O)a cee (Xn—lv)/n—l)}

o Stiitzstellendarstellung fiir B mit selben x:
{(x0,%0), - -, (n-1,¥-1)}
e Stiitzstellendarstellung fiir C(x) = A(x) + B(x):

{(XanO + y(,))v EE) (Xn—b)/n—l + yr/1—1)}

¢ Aufwand: ©(n)

Multiplikation von Polynomen

Seien A, B Polynome mit Gradschranke n € N.
e Produkt C(x) = A(x)B(x) hat Gradschranke 2n
e bendtigt 2n Stiitzstellen

o erweitere Darstellung von A, B auf 2n Stiitzstellen vor

Multiplikation
o Stiitzstellendarstellungen fiir A, B:

{(x0,%0),-- -, (*x2n-1,Y2n-1)}

{(X(Jv.y(/))’ R (X2n—17yén—1)}
e Stiitzstellendarstellung fiir C(x)=A(x)B(x):

{(Xo»)’oycl))’ ) (X2n717y2n71)/én—1)}

e Aufwand: ©(n)

Notizen
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Effiziente Multiplikation von Polynomen

Notizen
Multiplikation
Koeffizientendarstellung Zeit: ©(m) . | Koeffizientendarstellung
A B " C=AB
A
Auswertung Interpolation
Zeit: ©(n log n) Zeit: ©(n log n)
Y Multiplikation
Stiitzstellendarstellung Zeit: ©(n) _ | Stutzstellendarstellung
A B " C=AB
e Multiplikation von Polynomen in Koeffizientendarstellung via
Stiitzstellendarstellung: ©(nlog n)
e Auswertung und Interpolation mit FFT/IFFT
17
Komplexe Einheitswurzeln
Notizen

Komplexe Einheitswurzeln

Sei n € N. Die komplexe n-te Einheitswurzel ist eine Zahl w € C

mit
w'=1.

e Es gibt n komplexe n-te Einheitswurzeln: e2™*/ fijr

k=0,....,n—1.

n-te Haupteinheitswurzel

Die Zahl w, € C mit

Wy = e27rl/n

heiBt n-te Haupteinheitswurzel.

e Die anderen komplexen n-ten Einheitswurzeln sind Potenzen

von wy,.
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Beispiel: die komplexen 8-ten Einheitswurzeln

Notizen

I

1 1
T-i
wg = e27ri/8
19
Diskrete Fourier Transformation
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Diskrete Fourier Transform

Sei A Polynom mit Gradschranke n und Koeffizienten

a= (307 000y an—1)|
n—1
Alx) = Z ajx.
Jj=0
Die Auswertung von A an den Stellen w2 w?! ... w1 d.h.
n—1
k kj
Yk = Alwp) = Z ajwnj
Jj=0
fir k=0,...,n—1, heiBt Diskrete Fourier Transformation des

Koeffizientenvektors a. Kurz notiert auch als

y = DFT,(a)

mit y = (Yo, -, Yn—1)-

20



Diskrete Fourier Transformation

o Aufwand der DFT: ©(n?)

e zur Multiplikation von Polynomen bendtigen wir tatsachlich
2n Koeffizienten statt n

o Zur effizienten Berechnung der DFT verwenden wir einen
Divide & Conquer Ansatz — FFT

Eigenschaften komplexer Einheitswurzeln

Halbierungslemma

Sei n € N gerade Zahl. Dann gilt fir k=0,...,n—1

(W2 = wk , = (W%

Beweis-ldee:

e Esist

(w,f)z _ (e2ﬂ'ik/n)2 _ (ezm'-z/n)k _ w5/2

e Ausserdem:

(wn™"%)? = w3k = w2k = WPk = (wh)?

21
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DFT mit Divide and Conquer 1

Sei A Polynom mit Koeffizienten a = (ap,...,an—1), n € N.
e Annahme: n sei eine Zweier-Potenz (n = 2™)

e Divide-Schritt: teile A auf entlang Koeffizienten mit geradem
und ungeradem Index in Al und Alll:

n—1
Alx) = Zajxj
j=0

n—1 . n—1 .
= > ap ) ap ¥
j=0 j=0
— A[O](X2)+A[1](X2+1)
e Conquer-Schritt: es gilt

A(x) = Al%(x?) + xAll(x?)

23

DFT mit Divide and Conquer 2

Auswertung von A(x) fiir x = w9, wl ... wn~1 also berechnet als:

e Divide: werte Al% und Al mit Gradschranke n/2 aus an
(W) (@n)?, s (wn1)?

Laut Halbierungslemma sind das nur n/2 verschiedene
Einheitswurzeln!

e Rekursion: weitere Aufteilung der Polynome in kleinere
Probleme

e Conquer: fiilhre Ergebnisse zusammen
A(x) = Al%(x?) + xAll(x?)

Der Divide Schritt halbiert also (gemaB Halbierungslemma) die
Problemgrosse, und eine DFT, wird mittels 2 DFT,, berechnet.

24
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Algorithmus: FFT (rekursiv)

Notizen

Input: Vektor a = (ag,...,an_1)" € R", n € N Zweier-Potenz

Output: DFT,(a)

FFTrekursiv(a):

1 if (n==1) return a;

2 wy = eZTri/n;

3 w=1;

4 al% = (ag, a2, a4,...,an2);

5 3[1] = (31,33,35,...,3,,_1);
6yl = FFTrekursiv(al®); // divide
7yl = FFTrekursiv(alll);

8 fork=0ton/2—1{ // conquer
9 v = v+ wyph

10 Yktn/2 = VI wyM,

11 W= wwn [/ w=uwk

12 1}

13 return y;

FFT (rekursiv): Korrektheit und Laufzeit 1

e Zeile 1: DFT von einem Element ist das Element selbst,

yo:aow?:a()‘lzao
e Zeilen 6/7: wegen Halbierungslemma ist
0
7 = Al ) = AP()

v = Al o) = AP
o Zeile 9: berechnet yo, y1,...,y,/2-1 da

ye =y +wnv = AN £ AR = Al

25
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FFT (rekursiv): Korrektheit und Laufzeit 2

e Zeile 10: berechnet y, >, ¥p/241,- -+, Yn—1 da

Virnyz =y —wlylt = Pl htn/z) 1
da w;,’/z = —1 und damit w,lfr"/z = —w,’§, und somit weiter
Virna = AN@R¥) +wn 2 AN(WE
— A[O](w%k-&-n) _|_w5+”/2A[1](w,27k+n) _ A(w,’;+n/2)
da w2k+n = 2k,

e also tatsichlich y = DFT,(a)

o Laufzeit: ohne Rekursion ©(n), Rekursionsgleichung:

T(n) =2T(n/2) + ©(n) = O(nlogn)

27

Interpolation mit komplexen Einheitswurzeln

Sei A Polynom mit Koeffizienten a = (ao, ..., an—1).

e DFT lasst sich auch als Matrix-Gleichung mit
Vandermonde-Matrix V,, mit w,-Potenzen als Eintrige:

" 1 wn wp o wpt a1
Yn—1 1 w,’,’fl wﬁ(”_l) . w,(,n_l)(n_l) an—1
=y =V, =a

e Inverse Operation a = V"ly entspricht Interpolation, auch
geschrieben als

a= IDFT,(y)

28
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Inverse Diskrete Fourier Transformation

e Esist also IDFT,(y) = V; ly

e V.1 hat Eintrige w, ¥ /n an Stelle (j, k) fiir
jk=0,...,n—1

o IDFT,(y) ist also fiir j =0,...,n—1
1 n—1
WL

o |FFT lasst sich aus FFT gewinnen durch

e vertauschen von a und y
e ersetzen von w, durch w;!
e jedes Element mit % multiplizieren

e IFFT Laufzeit also auch ©(nlog n)

Faltungstheorem

Faltungstheorem

Seien a,b € R” mit n € N und n=2". Dann ist

a% b= IDFT,,(DFTay(a) - DFT2,(b))

e a, b miissen mit Nullen zur Lange 2n aufgefiillt werden
e - ist das komponentenweise Produkt zweier Vektoren

o Gesamtlaufzeit: ©(nlog n)

29
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Algorithmus: FFT (rekursiv)

Notizen
Input: Vektor a = (ag,...,an_1)" € R", n € N Zweier-Potenz
Output: DFT,(a)
FFTrekursiv(a):
1 if (n==1) return a;
2 wy = eZTri/n;
3 w=1;
4 al% = (ag, a2, a4,...,an2);
5 3[1] = (31,33,35,...,3,,_1);
6yl = FFTrekursiv(al®); // divide
7yl = FFTrekursiv(alll);
8 fork=0ton/2—1{ // conquer
9 v = v+ wyph
10 Yktn/2 = VI wyM,
11 W= wwn [ w=wk
12 1}
13 return y;
31
FFT effizienter
Notizen

e FFTrekursiv berechnet in Zeile 9,10 zweimal wy,l(l]

e effizienter mit Hilfsvariable t:

for k=0ton/2—-1{
(1].

t=wy.";

0
)/kZ)’;E]th;

0
Yk4n/2 = }/;E] -t
W = WWp;

}

o dieses Schema ist bekannt als Butterfly-Operation:

e (+) Y+ w oyl
W =) &,

Y&~ w fyl1

32



FFT: weitere Optimierungen

Notizen
Zusiatzlich zu Butterfly-Operationen:
e Entrekursivierung méglich mittels Bitreversierung
e Komplexitdt immer noch ©(nlog n), aber kleinere Konstanten
e Implementierung als parallele Schaltkreise moglich
33
FFT: Ausblick
Notizen

e bisher behandelt: eindimensionale DFT

e auch moglich: mehrdimensionale DFT
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FFT: Beispiel 1
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Original DFT
- . |
Filter Filter-DFT IDFT (Filter-DFT)
35
FFT: Beispiel 2
Notizen

DFT

Filter Filter-DFT IDFT (Filter-DFT)
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Zusammenfassung
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