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Algorithmen und Datenstrukturen

Aufgabe 1 Komplexitit — Berechnung der Fibonacci-Zahlen (Beispiellosung)

a) Betrachten wir nochmals den Code der rekursiven Implementierung:

return fib(n — 1) + fib(n — 2);

1 Input: Index n der Fibonacci Folge
2 Output: Wert f,

3 fib(n):

4 if(n==1]||n==2){

5 return 1;

6 }

7 else {

8

9

}

Falln =1und n =2: T(n) = 1+ 1 = 2, wegen Uberpriifung der if-Bedingung (Zeile 4) und
Ausgabe (Zeile 5) mit jeweils Aufwand 1

Fall n = 3: Uberpriifung der if-Bedingung (Zeile 4) mit Aufwand 1, Addition und zwei
rekursive Aufrufe (Zeile 8) mit Aufwand 1 + T(n-1) + T(n-2):

T(n)=1+14+4T(n—1)+T(n—-2)"=24TB-1)+T(2—1)=24T(2)+T(1)=2+2+2=6

Weiter kann man fiir n > 4 die folgende Abschédtzung machen:

I1+14+T(n—1)+T(n—-2)<2xT(n—1)

und somit
Tn)=14+14Tn—-1)4+Tn—-2)<2xT(n—1)
Tn—1)<2xT((n—1)—1)=2%xT(n—-2)
T(n—2)<2xT((n—2)—1)=2%T(n—3)
T(n—3)<2«T((n—3)—1)=2xT(n—4)
Also

T(n) <2%T(n—1)<2%2xT(n—2) <2%2%2xT(n—3) <---<2" 3% T(3) =2"3%6

Damit folgt 7 = O(2").
Dariiber hinaus gilt fiir n > 3: T(n) > 2% T (n— 2) und damit auch T'(n) > 2"/2.
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Zur Veranschaulichung dieser Abschédtzungen betrachten Sie bitte den folgenden Graphen.

b) Im Falle der Implementierung mittels Dynamischer Programmierung:

Input: Index n der Fibonacci Folge
Output: Wert f,
fibDyn(n):
fib = leeres Feld Grofe n+1;
fib[1] = 1;
fib[2] = 1;
for k=3ton {
fib[k] = fib[k-1] + fib[k-2];

O 0NNk~ W=

}

Zur Verdeutlichung wandeln wir zunéchst die for Schleife in eine while Schleife um:

Input: Index n der Fibonacci Folge

Output: Wert f,

fibDyn(n):

fib = leeres Feld Grofe n+1;

fib[1] = 1;

fib[2] = 1;

k=3;

while(k <n) {
fib[k] = fib[k-1] + fib[k-2];
k++;

—— O 00 IO\ N B~ W=

— O

Der Gesamtaufwand lédsst sich nun Zeile fiir Zeile per RAM-Modell bestimmen:
Tn)=1+1+14+14+n—-1)+n—-2)+(n—2)=3n—1
woraus 7' = O(n) folgt.

c) Fiir die rekursive Berechnung haben wir zuvor folgende Abschitzung hergeleitet (fiir n > 4,
was fiir n = 100 natiirlich gegeben ist):

6+2"3 > T(n) > 2"/?

Im Falle des angegebenen Rechners (n = 100, 0.4ns Dauer pro Takt) erhalten wir also eine
obere Schranke von (1ns = 10™%s; 1a = 365 % 86400s):

0.4%6%2'03,5 = 0.4%6%2"ns = 3.80295 % 10°ns ~ 3.8 %105 ~ 1,2% 10%q



und eine untere Schranke von

0.4%2100/26 — 0442505 =042 ns ~ 5d

Im Gegensatz hierzu erhalten wir im Fall der Implementierung mittels Dynamischer Pro-
grammierung eine Laufzeit von 119ns.

Hinweis: Es geht noch besser! Die Rekursionsformel lidsst sich mathematisch 16sen, so dass
eine Fibonacci-Zahl in O(1) berechnet werden kann.

Aufgabe 2 Komplexitiit der Polynom-Auswertung (Beispiellosung)

In dieser Aufgabe gehen wir etwas anders vor, und zédhlen nicht wie im RAM-Modell alle Rechen-
schritte, sondern begniigen uns damit, ,,teure* arithmetische Operationen zu zédhlen. Im vorliegen-
den Fall sind dies vor allem die Multiplikationen.

Vergegenwirtigen Sie sich, dass wir bei einem Polynom des Grads n von n + 1 Koeffizienten
ausgehen (auch wenn diese dann den Wert 0 haben konnen).

a) Betrachten wir nochmals den Code der einfachen Implementierung:

1 p=0;
2 for i =ndown to O {
3 m=1;

4 for j=1toi{
5 m=m-Xx;
}

6 m = ali| - m;
7 p=p+tm

}

Im Folgenden vernachlissigen wir die beiden Initialisierungen in den Zeilen 1 und 3. Fiir
jeden Durchlauf i der Schleife (ab Zeile 2) haben wir also folgenden Aufwand:

e | Multiplikationen fiir die i-te Potenz in Zeilen 4 und 5
Beachten Sie dabei, dass die letzte Iteration fiir i = 0 diesen Schritt iiberspringt!

e | Multiplikation fiir den Koeffizienten in Zeile 6

e | Addition fiir die Summierung in Zeile 7
Damit kommen wir bei n + 1 Iterationen also auf folgenden Gesamt-Aufwand:

e Multiplikationen:

(éz) +(n+1)= (n(n;l)> +(n+1)= %n2+§n+1

e Additionen:
n+1

e Die Laufzeitfunktion ist damit mindestens so grofl wie die Summe dieser beiden Zah-
len, da wir ja zusitzlichen Aufwand wie hauptsidchlich die Schleifenverwaltung (vom
Aufwand O(n)) ignorieren. Also folgern wir:
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Dies bringt uns zur nichsten Implementierung, bei der die Berechnung der Potenz inkre-
mentell iiber die Hilfsvariable & erfolgt:

1 p=0;

2 h=1;

3 fori=0ton{

4 m=ali]-h;

5 h=h-x;

6 p=p+m;
}

Auch hier vernachldssigen wir wieder die Initialisierungen in Zeilen 1 und 2. Fiir jeden
Durchlauf der Schleife (ab Zeile 3) ergibt sich also:

e | Multiplikation fiir den Koeffizienten in Zeile 4

e | Multiplikation fiir die Potenzierung in Zeile 5

e | Addition fiir die Summierung in Zeile 6
Somit ldsst sich also der Gesamt-Aufwand bei n + 1 Iterationen errechnen:

e Multiplikationen:
2(n+1)=2n+2

Nachdem die Zeile 5 ganz am Schluss einmal zu oft ausgefiihrt wird, lief3e sich der Auf-
wand um eine Multiplikation reduzieren. Auf3erdem liessen sich zwei weitere Multipli-
kationen vermeiden, da ja im ersten Durchlauf (mit h = 1) zwei iiberfliissige Multipli-
kationen mit 1 stattfinden. Die minimale Anzahl an Multiplikationen ist daher 2n — 1.

e Additionen:
n+1

e Die Laufzeitfunktion ist hier wieder mindestens so gro3 wie die Summe dieser beiden
Zahlen, und wieder kidme zusitzlicher Aufwand fiir die Schleifenverwaltung hinzu.

Also:
T(n) =0(n)
Betrachten wir zuletzt das Horner-Schema:
1 p =alnl;
2 fori=n—1downto O {
3 pP=p-x
4 p=p+ali

}

Dieser Code ist vollstindig optimiert und kann durch die Zuweisung in Zeile 1 eine kom-
plette Schleifeniteration einsparen. In einem einzigen Durchlauf haben wir dabei folgenden
Aufwand:

e | Multiplikation mit einem ausgeklammerten Faktor der Potenz in Zeile 3

e | Addition fiir die Summierung in Zeile 4
Bei nur n Iterationen ergibt sich also dieser Gesamtaufwand:

e Multiplikationen:

e Additionen:
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e Wie zuvor ergibt sich die Laufzeitfunktion als Summe der beiden Zahlen und muss
durch Schleifenverwaltungsaufwand der GroBe O(n) erginzt werden. Zusammen also:

d) Zuletzt waren die drei Implementationen zu vergleichen. Offensichtlich ist der naive An-
satz wegen seiner O(n?) Komplexitit der eindeutige Verlierer gegen die beiden anderen
Methoden. Interessanter ist dagegen der Vergleich zwischen inkrementeller Berechnung der
Potenz und dem Horner-Schema, da beide ja in der gleichen Komplexititsklasse O(n) sind.

Wie Sie sich erinnern, unterscheiden sich die Elemente einer Komplexititsklasse durchaus
um konstante Faktoren, lediglich das generelle Wachstumsverhalten ist ab einer bestimm-
ten ProblemgroBe vergleichbar. Insofern konnen zwei O(n) Losungen doch unterschiedlich
schnell sein, alleine der Beschleunigungsfaktor ist garantiert unabhéngig von n.

Wenn man sich also auf die Zdhlung von Multiplikationen beschrinkt — die auf klassischen
Systemen den grofiten Aufwand erzeugen —, so wird das Horner-Schema mit seinen n Mul-
tiplikationen gegeniiber der inkrementellen Berechnung mit ihren minimal 2n — 1 Multipli-
kationen stets etwa doppelt so schnell sein. Damit ist im Hinblick auf Geschwindigkeitsop-
timalitit das Horner-Schema der eindeutige Gewinner.

Aufgabe 3 Sortieren mittels Divide-and-Conquer-Anséitzen (Beispiellosung)

a) Die Idee hinter Merge Sort war ja, das Array mittig aufzuspalten, die Teile rekursiv sortieren
zu lassen, und dann aus den sortierten Teilen das Ergebnis zusammenzufiigen.

Ausgangsdaten
(2]9]5[4]8]3[1]2]
Divide
(2][9]5]4) [8][3[1]2]
Divide
[2]9] [5]4] [8]3]1]2]
Divide
2] 9] [514) [8]3]1]2]
Conquer/Merge
(2[9] [S5]4]) [8][3][1]2]
Divide
(2[9] [5] [4) [8]3]1]2]
Conquer/Merge
(2[9] [4]5] [8]3]1]2]
Conquer/Merge
[2[4]5]9] [8]3]1]2]
Divide
(2[4]5]19] [8]3] [1]2]
Divide




b)

Conquer/Merge

[2[4]5]9] [3]8] [1]2]
Divide

[2[4]15]9] [3]8] [1] [2]

Conquer/Merge

[2]4]5]9]) [3]8] [1]2]
Conquer/Merge

(2][4]5]9] [1][2]3]8]

Conquer/Merge

(1]2]2[3]4[5]8]9]

Ergebnis

Da es unterschiedliche Auswahlstrategien fiir das Pivot-Element gibt, wéhlen wir hier im-
mer das /etzte Element.

Der Quick Sort ist zwar ein Divide-and-Conquer-Algorithmus, aber ein offensichtlicher
Conquer-Schritt fehlt. Der Grund ist der, dass die rekursiv aufgerufene Funktion die Da-
ten bereits ,,richtig* abliefert, und so die Zusammenfiigung implizit erfolgt ist. Im folgen-
den Schaubild sind derartige, nur zum Verstindnis aufgefiihrte, Schritte durch drei Punkte
gekennzeichnet.

Ausgangsdaten
(2]9]5[4[8[3[1]2]
Pivot-Wahl
(2]9]5]4[8[3[1]2]
Partitionierung
(2[1] 2] [418]3[9]5]
Pivot-Wahl
2] [2] [4][8]3][9]5]
Partitionierung

(L] [2] [2] [4]8]3][9]5]

Trivial-Schritt

(1] (2] [2] [4]8]3]9]5]

Pivot-Wahl
[1][2] [2] [4][8]3]9]5]
Partitionierung
(12 [2] [403] [5] [9]8]
Pivot-Wahl
(tf2] [2] [4]3] [5] [918]
Partitionierung

Trivial-Schritt




Pivot-Wahl

Partitionierung

[112] [2] [3]4] [5] 8] [®]

Trivial-Schritt

[112] [2] [3]4] [5] [8] [O]

Ergebnis

Aufgabe 4 Merge Sort (Beispiellosung)

a)

b)

Es fallen uns zwei Besonderheiten auf. Erstens handelt es sich bei der Eingabeldnge n nicht
um eine Zweier-Potenz weswegen bei den Divide-Schritten Teilfelder entstehen, welche
eine ungerade Lidnge haben. Um auch solche Arrays mittels Merge Sort sortieren zu kon-
nen muss die Divide Strategie derart angepasst werden, dass sie auch auf ungerade Lingen
anwendbar ist. Wir wihlen fiir n ungerade folgende Strategie:

A= {al,...,an} —>A]eft = {al,...,a%},Aright = {a%ﬂ,...,an}

Die zweite Besonderheit ist, dass es sich bei den Elementen des Arrays um Buchstaben
anstelle von Zahlen handelt. Um diese sortieren zu konnen miissen wir also eine Ordnung
auf diesen Elementen definieren. Wir wihlen hierzu die Ordnung des Alphabets (lexikogra-
phisch).

Ausgangsdaten

(dibfflgfelalc]
Divide

(d][b[fle] [elafc]
Divide

(dfb] [flle] [e]a]
Divide

4] [b] (2]
Conquer/Merge

[b[d] [fleg] [a]e]
Conquer/Merge

(b[d[f[eg] [a]c]e]
Conquer/Merge

Ergebnis
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Aufgabe 5 Quick Sort — Pivoting (Beispiellosung)

a) Zuerst wihlen wir das Pivotelement stets als das erste Element aus dem Teilarray:

Ausgangsdaten

91817]6]5[4[3]2[1]
Pivot-Wahl

[o]8]7]6][5]4[3[2]1]
Partitionierung

(L[8]7]6]5[4[3]2] [9]
Pivot-Wahl

[t8[7]e[5[4[3[2] [9]
Partitionierung

(1] [8]7]6[5[4[3[2] [9]
Pivot-Wahl

(L] I8l 7[6[s5]4[3]2] [9]
Partitionierung

(L] [2]7]6[5[4[3] [8] [9]

(2] 3] [4) [5) [e) [7) [8] [9]
Trivial-Schritt

(1[2[3[4[5]6]7]8]9]
Ergebnis

b) Nun wihlen wir statt dem ersten Element stets das mittlere Element (bzw. das Element mit
Index 7 + 1 bei gerader Eingabelinge):

Ausgangsdaten

(91817]6]5[4[3]2[1]
Pivot-Wahl

(918]7[6]5[4[3[2]1]
Partitionierung

(L[4]3]2] [5] [8]7]6]9]
Pivot-Wahl

(L[4f3]2] [5] [8[7]6]9]
Partitionierung

(t[2] [3] [4] [5] [e] [7]9]8]
Pivot-Wahl

(2] (3] [4) (5] Le) [7]918]
Partitionierung

(1) [2) (3] (4] 5] [e] 7] (8] [9]




c)

Trivial-Schritt
([ 1[2[3]4]5]6]7][8]9]

Ergebnis

Wir stellen fest, dass wir im Fall der ersten Pivot Strategie (immer das erste Element) die
Worst-case Laufzeit erhalten, da die ArraygroBe bei jeder Partition lediglich um Eins redu-
ziert wird. Wenn wir hingegen die zweite Strategie wéhlen, erhalten wir eine ausgewogenere
Partitionierung und eine deutlich verbesserte Laufzeit.

Hinweis: Bitte beachten Sie, dass es theoretisch fiir jedes Eingabearray eine Pivotstrategie
gibt, so dass die Partitionierungen ausgewogen sind. Allerdings sind diese Losungen indivi-
dueller Natur! Es ldsst sich keine Strategie finden, welche dieses Problem im Allgemeinen
16st. Anders gesagt gibt es zu jeder Pivotstrategie ein Eingabearray, so dass ein derartiger
Worst-Case auftritt. Daher ergibt sich eine Worst-Case Laufzeit von O(n?).



