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Introduction

Etant donné un ensemble de
points « 2.5D » :

(X3, ¥i) < zj

On recherche la surface
fR? —R

qui approxime au mieux 'ensemble
de points.
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Les données « 2.5D »

@ Centres :
Données H (l' H "4' ‘ (xi,¥i) € [0,1]> C R?
25D li" ||_ = @ Elévations :
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Les données « 2.5D »

@ Centres :
Données H “' H }'4' ‘ (x;,yi) € [0,1]? C R?
25D li" h_ - @ Elévations :

l [ zZieR

@ Plus restreint qu’'un nuage de
points 3D

@ Elimine le probléme de la
paramétrisation




Reconstruction de surface
[ ]

Les données « 2.5D »

@ Centres :
Données (l H H' P (x;, i) € [0,1]? C R?
2.5D ‘ll I[ = @ Elévations :
= | [ zieR

Néanmoins de réelles
applications
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Les données « 2.5D »

@ Centres :
Données H “‘ w }h' ‘ (xi,¥i) € [0,1]2 C R?
25D l(" h_ = o Elévations :

| [+ zieR

Néanmoins de réelles
applications
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Modeles de surface

f:[0,12 — R
(xy) — z=1(xy:p) J

@ Modéle de forme connue
@ Contrblé par un vecteur de parametres :
p=[p1 ... pn) R’
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Modeles de surface

f:[0,12 — R
(xy) — z=1(xy:p) J

@ Modéle de forme connue
@ Contrblé par un vecteur de parametres :

h
p=[p1 ... pn] €R

@ On s’intéresse plus particulierement aux modeles
linéaires :

V(x,y) € [0,1]%, vk, €R" tq. f(x,y:p) =V, P J

@ Ne présume en rien de la linéarité en (x, y)
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Exemple de modeles

Surface de Bézier

n m
F(X,¥iB) = D D Pigmr)4j+1Bin(X)Bim(y)
i=0 j=0

Base polynomiale de Bézier
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Exemple de modeles

Produit tensoriel de B-splines

b d
FOGCYiP) = D D Purayd+ort)yrjresiNiar1 (X)Nicr1(y)

i=—aj=-c

Base des B-splines

N,"1 (X) =1 sixe [)\,‘, )\,'_|_1[
Ni1(x) =0 six & [N, Aij1]
N1 (X) = 22 Nig(X) + oEEE Ny k(X) - sinon

= Nk ipk+1— A1
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Exemple de modeles

Fonctions a base radiale
f(x,y:p) = Zp,p (\/x X;)? (y—y,-)2>

Base radiale

v

p:Ry — R
ro— p(r)

2

p(r) = r?log(r)  p(r) = exp(~—r?)
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Reconstruction exacte

Etant donné un ensemble de points
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Reconstruction exacte

Etant donné un ensemble de points

{xiyi)—z | i=1,...,n}

v

et un modéle de surface :

f:[0,17 — R?

\
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Reconstruction exacte

Etant donné un ensemble de points

{xiyi)—z | i=1,...,n}

v

et un modéle de surface :

f:[0,1? — R?

A\

trouver le vecteur de paramétres p € R” tel que :

f(x1,y1,P) = 2z

f(Xn, YniP) = 2n
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Reconstruction exacte

En supposant que le modele est linéaire en p

: T _
f(X17y1v p) = Z1 VX1 ,y1p - Z1
: = :
: _ T _
f(Xn, ¥niP) = zn VayP = 2n
Le probleme revient a résoudre
Mp =2z
avec :
-
Vi 4
M=| : |eRM™" e z=|:|cR"
T
VXn,Yn Zn
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Reconstruction exacte

le systéeme linéaire
Mp =2z

n’a généralement pas de solution exacte.
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Un probléme de minimisation

On transforme donc notre probleme en probleme de
minimisation

p* = arg min 4(P)

ou &g est un terme d’attache aux données qui quantifie I'écart
entre les données et la surface.
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Un probléme de minimisation

Le terme d’attache aux données £y peut prendre plusieurs
formes. J
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Un probléme de minimisation

Le terme d’attache aux données £y peut prendre plusieurs

formes.

Lerreur uniforme )
Eq(p) = max [f(X;,y;;p) - Zil

La moyenne des résidus au carré J

n

Ea(P) =~ D (F(xi yiip) — 2)°

i=1
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Reconstruction par moindre carrés

Si 'on considére la moyenne des résidus au carré comme
terme d’attache aux données :

n

£9(p) = 5 D (6. yip) - 2
i=1

La reconstruction de surface peut alors étre vu comme un
probléeme de moindre carrés linéaire

1 >
*=argmin — ||[Mp — z
p" = arg min - [Mp -zl
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Reconstruction par moindre carrés

Un probléme de moindre carrés linéaire est facilement résolu :

p* =Mz J

ou |
M= (MTM) M

est la matrice pseudo-inverse de M.
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Cependant, cette premiere approche n’est pas suffisante. |
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Cependant, cette premiere approche n’est pas suffisante.
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Cependant, cette premiere approche n’est pas suffisante. ]
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Régularisation

On introduit un terme de régularisation &£, au probleme :

. _ - A
P —arg min (£a(p) + ;25 60)) Al
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Régularisation

On introduit un terme de régularisation £, au probléme :

. A
p* — arg min (ed(p) ; a(p)) e [0
pERh 1—AX

& R" — R, quantifie la régularité de la surface.

82f, 2ixyp)\2 | [ Pf(xyp) 2
o) = [, (%) (Hage)+ () anay
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Régularisation

On introduit un terme de régularisation &, au probléme :

. A
p* — arg min (ed(p) ; &(p)) e [0
pERh 11—

A : compromis entre attache aux donnée et régularisation.

A =0.0002 A =0.005
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Exemple
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Exemple
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Résolution du probléme régularisé

De la méme maniére que pour I'attache aux données :

n

1
Ep) = - > (F(xi.yi:p) — 2)°
i=1
= L yimp - 22
= 5 VP =2z

On peut approximer le terme de régularisation sous forme
matricielle :

82f Prxyp)\2 | [ PHxyp))2
P = [ (Z2)" + (S + (Z1pe))” axay

~ || Rpli3
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Résolution du probléme régularisé

Le probleme de reconstruction de surface régularisée peut
alors s’écrire de maniére équivalente comme :
2
N _
A 0

p* = arg min
peR”

2

qui a pour solution :

p* = <MTM + (ﬁ)z RTR> Y J
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e Sélection automatique du paramétre de régularisation
@ Validation croisée
@ L-curve
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Sélection automatique du parametre de régularisation

Un des défis de la reconstruction de surface :
Sélectionner automatiquement le parameétre de régularisation
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Un des défis de la reconstruction de surface :
Sélectionner automatiquement le parameétre de régularisation

@ De nombreuses méthodes ont été proposées : validation
croisée, L-curve

@ Ces méthodes sont souvent trés coliteuses
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Sélection automatique du parametre de régularisation

Un des défis de la reconstruction de surface :
Sélectionner automatiquement le parameétre de régularisation

@ De nombreuses méthodes ont été proposées : validation
croisée, L-curve

@ Ces méthodes sont souvent trés coliteuses
@ Leur optimisation est parfois difficile
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On ne peut pas déterminer le parametre de régularisation
optimal A* en minimisant directement :

A

(p*,\") = arg L (é’d(p) + 3= )\gr(p)>
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On ne peut pas déterminer le parametre de régularisation
optimal A* en minimisant directement :

A

(p*,\") = arg L (é’d(p) + 3= )\gr(p)>

A* va donc étre le minimiseur d’une nouvelle fonction de co(t
V:[0,1[-R:

A" =arg ArerE(l)g[ V(\) ’




Sélection automatique du paramétre de régularisation

On ne peut pas déterminer le parametre de régularisation
optimal A* en minimisant directement :

A

(p*,\") = arg L (é’d(p) + 3= )\gr(p)>

A* va donc étre le minimiseur d’une nouvelle fonction de co(t
V:[0,1[-R:

A" =arg ArerE(l)g[ V(\) ’

*

. A
p* = arg min <é‘d(p) + *é’r(p)>
pERh 11—
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La validation croisée

@ Une des méthodes les plus employées : la validation
croisée [Wahba, 1979].
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La validation croisée

@ Une des méthodes les plus employées : la validation
croisée [Wahba, 1979].

Qu’est ce qu’une surface bien reconstruite ?

C’est une surface qui généralise correctement.
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La validation croisée

@ Une des méthodes les plus employées : la validation
croisée [Wahba, 1979].

Qu’est ce qu’une surface bien reconstruite ?

C’est une surface qui généralise correctement.

@ La validation croisée tente de quantifier cette capacité a
généraliser.
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Validation croisée : principe

@ Pour un parameétre de régularisation A donné
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Validation croisée : principe

@ Pour un parameétre de régularisation A donné
@ Ajuster la surface en omettant le i-iéme point
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Validation croisée : principe

@ Pour un parameétre de régularisation A donné
@ Ajuster la surface en omettant le i-iéme point
@ Prendre I'écart entre la surface ajustée et le point omis
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Validation croisée : principe

@ Pour un parameétre de régularisation A donné
@ Ajuster la surface en omettant le i-iéme point
@ Prendre I'écart entre la surface ajustée et le point omis
@ Répéter pour tous les points de 'ensemble de données
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Validation croisée : principe

@ Pour un parameétre de régularisation A donné

@ Ajuster la surface en omettant le i-iéme point

@ Prendre I'écart entre la surface ajustée et le point omis
@ Répéter pour tous les points de 'ensemble de données
@ Faire la moyenne de tous les écarts élevés au carré
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Validation croisée : principe

De maniére plus concise :

n

V) = L5106y oD - 2
i=1

ou p[Ai] est le vecteur de parametres optimal pour 'ensemble de
points réduit.
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Validation croisée : principe

De maniére plus concise :

n

V) = L5106y oD - 2
i—1

ou p[A"] est le vecteur de parametres optimal pour 'ensemble de
points réduit.

Il n’est pas possible d'utiliser directement cette formule !

Le calcul de

A= in V(A
5,00

serait bien trop colteux.
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Validation croisée

[Wahba, 1979]

ou H est la « hat matrix » : ]
; _
H=M (MTM + () RTR> MT
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Exemple




Sélection automatique du paramétre de régularisation
0O0000e0

Validation croisée

Bonne approche pour
@ de petits ensembles de données
@ les cas monodimensionnels

Bien souvent trés (trop) colteux

@ inversion de matrices

@ perte des matrices éparses
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Validation croisée

Difficile a optimiser
@ oscillations aux petites échelles
@ cas pathologiques

00248 0.0986
0.0984

0.0248
0.0982
00248 0.098

7

00248 00978
0.0976
00248 00974
00248 0.0972
0.097

00248

04988 0499 04992 04994 04996 04998 05  0.5002 01 02 03 04 05 06 07 08 09
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L-curve

Ce que 'on cherche
Un bon compromis entre attache aux données et régularisation.

@ &4(p3) ne doit pas étre trop grand
@ & (p3) ne doit pas étre trop grand non plus
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L-curve

ldée [Lawson et Hanson, 1974]
Mettre en relation I'attache aux données et la régularité.

2
2

log || 2p |

A=1

* 2
log [[Mp} — z||5
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L-curve : plus formellement

p(A) =log[[Mp} —z[|  n(A) = log |[Rp}||

{0 e R | Ae o1} |

H(0) = S (A) = p"(N)n()

b\
—~
b
—
n
+

3\
—~~
>
N
n
SN—

w

~

n

A= A
0 g4 ") ]
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L-curve

Bien plus rapide que la validation croisée
@ pas de matrice a inverser (dans le critére)
@ exploitation des matrices éparses

Tres souvent « pathologique »
@ nombreux maxima
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L-curve

2
2

0.4

log || Rps|

A=1 A

X 2
log | Mp} — 7[5
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Conclusion

Conclusion

La sélection automatique du parameétre de régularisation reste
un probleme ouvert.

@ Elle est pourtant nécessaire (reconstruction d’objets 3D
par vision, etc.)

@ Les méthodes actuelles fonctionnent bien pour de petits
ensemble de données

@ De nouvelles approches rapides sont possibles en
exploitant le compromis entre attache aux données et
régularisation.
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